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РЕФЕРАТ 

 

Звіт про НДР:  50 с., 10 рис., 49 посилань.  

СІМЕЙСТВО ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ, ОБМЕЖЕНІ ПАРАМЕТРИЧНІ І 

СТРУКТУРНІ ЗБУРЕННЯ, МЕТОДИ СТАБІЛІЗАЦІЇ СІМЕЙСТВА, 

ГЕОСТАЦІОНАРНИЙ СУПУТНИК, ТОЧКА СТОЯННЯ, СТАБІЛІЗАЦІЯ 

ДОВГОТИ ТОЧКИ СТОЯННЯ  

Об’єкт дослідження – методи стабілізації сімейств динамічних систем (ДС), 

включаючи системи космічного призначення та, зокрема, системи стабілізації 

точки стояння геостаціонарного супутника. 

Мета дослідження – мета проекту полягає в подальшому розвитку  загальної 

теорії управління ДС на основі гарантованого підходу до інтерпретації обмежених 

параметричних та структурних збурень в математичних моделях ДС та 

дослідження ефективності застосування отриманих результатів в управлінні 

космічними апаратами на приладі стабілізації довготи точки стояння 

геостаціонарного супутника. На відміну від широко відомого калманівського 

підходу при гарантованому підході не потрібна апріорна інформація про 

імовірнісні властивості збурень або невизначеності, яка в багатьох випадках буває 

відома розробникам систем управління недостатньо повно. Апріорно 

припускається відомою тільки інформація про обмеженість згаданих збурень за 

тією чи іншою нормою. 

Методи дослідження – методи теоретичної механіки, лінійної алгебри та 

оптимізації, стійкості руху.  

Отримані результати: методи синтезу управління, що стабілізує сімейство 

лінійних і нелінійних ДС з обмеженими параметричними та структурними 

збуреннями.  

Область застосування – підприємства космічної галузі України, науково-

дослідні та навчальні установи НАН і МОН України. 
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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ, УМОВНИХ ПОЗНАК,  

ОДИНИЦЬ І ТЕРМІНІВ  

 

ДС динамічна система 

СК система координат 

ІСК інерціальна система координат 

ОСК орбітальна система координат 

ЗСК зв’язана система координат  

ГСК  грінвічська система координат 

ГСО геостаціонарна орбіта 

ГСС геостаціонарний супутник 

ГПЗ гравітаційне поле Землі 

ТС точка стояння  

МТ матеріальна точка 

МД множина досяжності 
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ВСТУП 

 

 

Задачу стабілізації керованих сімейств лінійних і нелінійних систем 

вирішено, якщо визначено управління, яке при заданих оцінках параметрів систем 

забезпечує виконання необхідних і достатніх умов робастної стійкості для 

лінійних систем або тільки тих чи інших достатніх умов робастної стійкості для 

нелінійних. Перед конструктором системи управління сімейством динамічних 

систем виникає питання: чи можлива взагалі при заданих оцінках параметрів 

сімейства систем стабілізація цього сімейства, яка перевіряється при використанні 

достатніх умов робастної стійкості. У цьому звіті пропонується відповідь на 

поставлене запитання. 

Після появи статті В.М. Харитонова [1] з аналізу стійкості сімейств 

лінійних неперервних систем, що викликала того часу справжній бум в літературі, 

присвяченій цій проблемі, і запровадила термін «робастна стійкість», було 

встановлено [2, 3], що дискретного аналога критерію стійкості Харитонова не 

існує. Більш того, навіть якщо для всіх mN 2  вершин інтервальної оцінки 

коефіцієнтів характеристичного рівняння виконуються необхідні і достатні умови 

стійкості Шур-Кона, то з цього не випливає робастна стійкість сімейства 

дискретних систем. Як показано в [4], задача перевірки виконання необхідних і 

достатніх умов робастної стійкості лінійних дискретних систем є NP-складною. 

Труднощі, пов'язані з перевіркою необхідних і достатніх умов робастної 

стійкості лінійних дискретних систем і тих чи інших тільки достатніх умов для 

нелінійних систем, спонукають шукати лише достатні умови робастної стійкості 

лінійних систем, сформульованих не в просторі коефіцієнтів характеристичного 

рівняння, а в просторі елементів матриці лінійної системи, і тих чи інших 

достатніх умов робастної стійкості для нелінійних систем.  

Крім вирішення вищезазначених задач розвинуто методи вирішення задач 

управління ДС в умовах невизначеності, тобто неоднозначності інформації про 

параметри і зовнішні впливи. Методи засновані на поданні математичних моделей 
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ДС диференціальними або різницевими рівняннями (включеннями) в формі Коші, 

праві частини яких містять відому вектор-функцію фазових координат і, взагалі 

кажучи, залежні від часу параметричні і структурні збурення. Ці збурення 

представлені відповідними багатозначними відображеннями з заданими 

обмеженнями на множину можливих значень. Зазначене подання математичних 

моделей ДС дало змогу використовувати для вирішення задач управління 

розвинуті методи теорії стійкості і, зокрема, стійкості при постійно діючих 

обмежених збуреннях, методи побудови зовнішніх оцінок множин досяжності, 

оцінок граничних множин, побудови трубок траєкторій, які називають також 

інтегральними воронками і т.д. 

Використання вищеназваних методів дало можливість отримати рішення 

задач управління геостаціонарним супутником (ГСС). Отримано алгоритм 

стабілізації довготи точки стояння (ТС) ГСС, з використанням комп'ютерного 

моделювання проілюстровано його властивість робастності. Запропоновано 

оригінальний метод гарантованого оцінювання похибки довготи ТС, викликаної 

відмінністю гравітаційного поля Землі від моделі симетричного центрального 

поля. 
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1  СТАБІЛІЗАЦІЯ СІМЕЙСТВ ЛІНІЙНИХ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ 

1.1 Синтез стабілізаційного управління  

 

 

Нижче під сімейством динамічних систем розуміється така їх сукупність, в 

якій один елемент сімейства відрізняється від іншого лише значенням параметрів, 

для яких задані їх апріорні гарантовані оцінки. 

Розглянемо сімейство неперервних систем 

 UBXAX
~~  , (*) 

де mX R , A
~

 – матриця , для якої задана її оцінка )( mm A
~~A , де A

~
 – випукла 

множина, B
~

 – матриця ( , )mm mU R  – вектор управління. 

Система (*), зокрема, може бути лінеаризованою математичною моделлю 

системи управління орієнтацією космічного апарату (КА). 

Так як в наш час для управління динамічними системами використовуються 

засоби комп’ютерної техніки, в якій вимірювання і управління здійснюються в 

дискретні моменти часу , де nTtn  T  – період квантування в часі, а ,2,1,0n , 

то від неперервної системи здійснимо перехід до її дискретного аналогу 

 nnnn ZBUAXX 1 , (1.1) 

де , , , для матриці m
nX R m

nU R m
nZ R A  )( mm  задана її оцінка  

 AA , де  – обмежена опукла множина. (1.2) A

Процедура переходу від рівняння (*) до рівняння (1.1) детально описана у 

звіті ІКД за 2016р «РОЗРОБКА МЕТОДІВ АДАПТАЦІЇ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ 

СКЛАДНИХ ДИНАМІЧНИХ  СИСТЕМ  І  МЕТОДІВ  СИНТЕЗУ  КЕРУВАННЯ  НИМИ». 

Наразі при визначенні оцінок матриці A  розрахунковим шляхом, виходячи 

з деяких загальних міркувань, найбільш часто використовуються інтервальні 

оцінки 

 ,21 mAAAA     

де для  рядка матриці T
iA A  задаються інтервальні оцінки 
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 ,;1,},:{ mijaaaaA ijijijijii AT   

де  — ij-й елемент матриці ija A  (див., наприклад, [5]). 

При отриманні оцінок рядків  матриці в результаті виконання тієї чи 

іншої процедури параметричної ідентифікації перевага з ряду причин надається 

використанню еліпсоїдальних оцінок 

T
iA

 ,;1},1)()(:{ miAAHAAAA iiiiiiii  TTTTTT


A   

де  — центр еліпсоїда,  — матриця )  (див. роботи 

О.Б. Куржанського [6], R. Schweppe [7], Ф.Л. Черноуська [8]). 

T
iA


0 ii HH T ( mm

Зараз, окрім великої кількості журнальних статей, з'явилися і монографії, 

присвячені вирішенню задач стабілізації сімейств лінійних дискретних систем 

(див., наприклад, [9-14]) і навіть сімейств нелінійних систем [14]. 

Нижче розглянемо розв'язання задачі стабілізації сімейства лінійних систем 

як задачу оптимальної стабілізації. Приймемо, що для некерованого сімейства 

систем (1.1), тобто при 0nU , ті чи інші умови робастної стійкості не 

виконуються і тому стоїть задача: вибором управління  стабілізувати сімейство 

систем (1.1), (1.2), якщо це можливо при оцінці (1.2) матриці 

nU

A . Задачу 

оптимальної стабілізації сформулюємо як узагальнений дискретний аналог задачі 

В.І. Зубова [15]. 

Введемо функцію Ляпунова 

  (1.3) nnn XX T

і управління  будемо шукати з розв’язку задачі мінімізації її першої різниці, 

обчислюваної уздовж траєкторії руху системи (1.1), (1.2), тобто з розв'язку задачі  

nU

   }.][][{min 1 nnnnnnnnn
U

XXBUAXBUAX
n

TT  

Оскільки для матриці A  задана лише її оцінка (1.2), то ця задача некоректна 

і тому для отримання гарантованого результату замінимо її задачею 

  (1.4) },][]{[maxmin nnnnnn
AU

XXBUAXBUAX
n

TT 
A

точніше кажучи, еквівалентною їй задачею 
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 []{[maxmin nn BUAX  T ]}.nn
AU

BUAX
n


A

 (1.5) 

Відомо, що мінімаксні задачі не мають аналітичного

(1.5) 

 розв’язку, але задача 

— щасливий виняток з цього правила. Для розв’язування задачі (1.5) 

інтервальні оцінки рядків T
iA  матриці A  подамо в центрованій формі 


,iii A AA   ,;1 mi   (1.6) 

е  д

;
1

m

jiji aA





 ),(5,0 ijijij aaa 


 ),(5,0 ijijij aaa


  mji ;1,  ; (1.7) 

 ,21 imiii  A  ;;1 mi   },:{ ijijijijij aaaa   .;1, mji   (1.8) 

Еліпсоїдальні оцінки (1.5) також подамо в центрованій формі

 

 

,;1, miAA  ATT


 iii (1.9) 

е  д

,;1},1:{ 1 miAHAA iiiii  TTA  (1.10) 

 ,21 mAAAA    (1.11) 

е обговорюючи без потреби, яка з двох оцінок (

ям позначень (1.6) (або (1.9)) задачу (1.5) перепишемо 

 (1.12) 

Твердження 1. Розв’язок задачі (1.12) має вигляд 

 (1.13) 

Як буде показано в розділі 2, справе

наведеної

н інтервальна чи еліпсоїдальна) 

мається на увазі. 

З урахуванн

]}.)[(]){[(maxmin BUXAABUXAA 


T  nnnn
AU n  A

.XAU





 nn

дливість твердження 1 є наслідком 

 теореми 1. Підставивши (1.13) в (1.1), одержимо 

 ,1 nn AXX   (1.14) 

е AAд . 

Із принципу стиснених відображень Банаха для лінійної системи (1.14) 

випливає достатня умова її стійкості  

 



 11

 ,1max
;1




qAA i
mi

T  де .
1

ij

m

aA T  (1.15) 
i

i


Зауваження 1. У роботах [8, 9, 15, 16] достатня 

названа умовою «надстійкості». 

ок координат, але не змінює радіусу

умова стійкості (1.15) 

Із (1.13), (1.14) випливає, що управління (1.13) переміщує центр множини 

AAA  )(

AA  в почат  )

~
(A  

множини A
~

, який дорівнює радіусу )( A  множини A , що визначається у 

 

вигляді 

A
A


 A

ax

В вимірному просторі елементів , де 

A m)( . 

, множина i

A

вимі

m- ija mj ;1 , що 

задовольняє умову (1.15), визначає «здвоєну» міду зі спільною )- рною 

прямо тн я , натягнуту на си е ів 

 

піра  ( 1m

ку ою основою к випуклу оболонку ст му вектор

m

m

i



















0

0

0

0

1

0

1

0

0

1

0

1














  




2

1

0

,

1

0

,,

0

0,

0

0,

0

0,

0

0convA . (1.16) 

На рис. 1.1 при показано множину .  3m   i

A

 

ai3

ai1 

ai2 
1 

1 

1 

0 – 1 

– 1

– 1

 

Рисунок 1.1 
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Незважаючи на те, що управління отримано з розв'язку задачі (1.12), з 

цього в загальному випадку не випливає, що сімейство систем робастно стійке, 

оскільки оцінки (1.6) або (1.10) можуть бути такими, що клас систем (1.14) 

виявиться настільки широким, що не існує управління, яке стабілізує сімейство 

систем (1.14), стійкість якого перевіряється за достатньою умовою робастної 

стійкості (1.15). Тому необхідний аналіз робастної стійкості цього сімейства. 

 

1.2 Робастна стійкість сімейства лінійних систем  

 

Твердження 2. Сімейство сис йке, якщо мають місце включення 

 

nU  

тем (1.14) сті

,T }1:{ T~  iii AAA
iA

 
mi ;1

Для перевірки існування включень (1.17) знайдемо розв’язок задачі, яку 

сформулюємо спочатку на змістовному рівні: яким повинен бути радіус 

. (1.17) 

r  m-

вимірної кулі 

 ,02  iii rAAT  mi ;1 , (1.18) 

щоб площина  

(1.19) 

е

 ,rAL i 
T  

 ),1,,1,1( TL  ,
1

д
m

r   була дотичною до кулі (1.18).  

Зазначимо, що в додатному октанті простору відповідна грань 

здвоє

}{ TA  i

ної піраміди i

A  належить площині (1.19). 

Формально близька, але відмінна за змістом задача розв’язувалася в [16] з 

використанням методу невизначених множників Лагранжа. Скористаємося 

запропонованою там схемою і введемо функцію Лагранжа

  

де  — множник Лагранжа.  

Диференціюючи функцію Лагранжа і прирівнюючи похідну до нуля, 

 

,TT )(),( rALAAA iii  

 
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одерж оуємо .2),( TT LXA 


 Звідси маєм  i LX
2





ставивши вираз для 

*

. Під

в оX  бмеження (1.18) і виконавши деякі перетворення, одержимо 

 .
LL

L
rX 


  

T

Шуканий максимум дорівнює 

.)(
22

m

r

LL

r
X 


T
   

 з За умовою площина (1.19) повинна бути дотичною до кулі (1.18). Тому

умови )(X
 2r  одержимо шукан іуса сфер

 

е значення рад и 

.
m

r   
1

(1.20) 

Розв’язання зазначеної вище задачі 

тверджен

Твердження 3. Якщо множини

дає змогу сформулювати наступне 

ня. 

 ,iA  ,;1 mi   — m-вимірні кулі з радіусом 

,
1

m
r   то включення (1.17) мають 

скільки и 

місце. 

О навколо m-вимірного куба зі сторонам ),(5,0 ijijij aaa   

,;1, mji   можна описати сферу радіусом 1 mr  і якщо 

;
1

mija   ,;1 mj   

то включення (1.18) мають місце. 

 на адаютВизначимо тепер обмеження, що кл ься на еліпсоїдальні множини 

,iA   ,;1 mi   при дотриманні яких справедливі включення (1.17). Розглянемо 

 випадок, коли матриці в (1.10) загального вигляду. Знайдемо 

в до еліпсоїда

загальний

відста

1
iH  

 ,iA   нь )( iA  ід початку координат до площини, дотичної і

паралельної  з (1.20) 

 

 площині ,rlA T  де у відповідностіi ,
1

m
r   lа  —  одиничний
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вектор, що співпадає по напрямку з вектором L  у співвідношенні (1.19) (рис. 1.2). В 

[16] така задача розв’язана і для величини )( iA  отримано такий вираз: 

.)( Hll T A  

 

i

ai2

ai1 

1 

1 0 

iA

– 1 

r 

i

A )( iA

– 1
 

Рисунок

 

Якщо 

 1.2 

,)( ri  A  ,;1 mi   то тоді мають місце включення (1.17) (див. рис. 

1.2). 

Оскільки орієнтація осей еліпсоїдів

 

iA ,  ,;1 mi    відносно осей простору 

параметрів невідома, то перевірку  нерівностей 

 

 }{ T
iA  виконання

,)i  
( r


A ,;1

ви

mi
 (1.21) 

тобто достатніх умов стійкості (1.18), необхідно, взагалі кажучи, проводити у всіх 

октан стору тобто

множини симетричні, тому справедл  наступне твердження.  

Твердження 4. Якщо нерівності (1.21) конуються для m-вимірної піраміди  

тах про T
i  для всієї множини i


A  (здвоєної піраміди). Але },{A  

центрально- 


A  ивеi
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,

12

0

0

1

0

1

0

1

0

0

1

0

1




















   

110000    

0

,0,0,,0,0,0 m

m

i



















 convA ,;1 mi 
 

з прямокутною вимірною основою, то включення (1.17) мають місце. 

Для інтервальних оцінок

 

 )1( m -

 ,ijija   ,mi ;1  задача визначення умов, при 

дотриманні яких включення (1.17) мають місце, розв'язана в [17]. Включення 

(1.17) мають місце при виконанні умови 

 1 qaij  


,;1, mji   

де 

 .
1

min

1

m

j






  

ija

Перейдемо до визначення достатніх умов стабілізованості сімейства 

інійних систем. нел
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2  ДОСТАТНІ УМОВИ СТАБІЛІЗОВАНОСТІ СІМЕЙСТВ НЕЛІНІЙНИХ 

СИСТЕМ 

2.1 Невизначеність в математичних моделях нелінійних систем 

 

 

Першою роботою, в якій була поставлена і вирішена задача аналізу 

стійкості нелінійних систем з невизначеністю нестохастичної природи, була 

стаття А.І. Лур'є і В.Н. Постникова [18]. Вона породила новий науковий 

напрямок, який одержав згодом назву аналізу «абсолютної стійкості» [19]. В [18, 

19] розглядалася система, що складається з лінійної і нелінійної частин. Для 

невідомої нелінійної функції скалярного аргументу були задані двосторонні 

лінійні обмеження, що породили назву «секторіальна нелінійність». Згодом 

результати з аналізу стійкості цього класу систем були узагальнені на клас 

дискретних систем аналогічної структури. У розвиток теорії абсолютної стійкості 

істотний внесок внесли такі великі дослідники: М.А. Айзерман, Р. Калман, В.А. 

Якубович, Я.З. Ципкін, Є. Джурі і багато інших. 

Розглянемо спочатку клас нелінійних дискретних систем, для яких 

невизначеність щодо властивостей нелінійних в загальному випадку знакозмінних 

функцій векторного аргументу задається в параметричної формі. Так само, як і 

вище, приймемо, що вектор стану  вимірюється повністю і без завад. nX

Розглянемо клас об'єктів управління, що часто зустрічається в 

застосуваннях, який складається з лінійної і нелінійної частин 

 ,),(1 nnnn BULXFAXX   (2.1) 

де — вектор стану, m
nX R A  — матриця ),( mm  для якої задана її оцінка, 

 — вектор управління,  — матриця mRnU B ),( mm  .0det B  В (2.1) 

 

,)(
~

),(
1

m

iniin XflLXF


  

де )(
~
if  — задані неперервні однозначні нелінійні функції, такі що 0),0( LF  

(інші її властивості обумовлені нижче). 
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Для невідомих параметрів ,,1, mili   вектора  задані їх 

оцінки 

),,,( 21 mlllL T

,;1},:{ millll iiiii l  

із яких випливає оцінка для вектора L  

 .21 mL lllL    (2.2) 

Приймемо, що для некерованого об’єкта (2.13) 

),(1 LXFAXX nnn   
достатні умови робастної стійкості, про які мова йтиме нижче, не виконуються і 

тому стоїть задача: вибором управління  стабілізувати сімейство керованих 

систем (2.1). Підставивши )  в (2.1), одержимо 

)( nXU

( nXU

 ),(),(1 nnn XBULXFX   де LL . (2.3) 

Вибір стабілізаційного управління для сімейства систем (2.2), (2.3) здійснимо 

нижче, а зараз розглянемо інший клас нелінійних систем, що містить 

невизначеність. Приймемо, що для системи (2.1) нелінійні функції ),( j  ,;1 mi   

— елементи вектор-функції )(F  невідомі і для них задані лише оцінки зверху і 

знизу. 

Приймемо, як і в [18, 19], що функції )( j  — так звані «секторіальні» 

нелінійності, для яких задані обмеження у вигляді 

 ),()()]([)()( XXgXfXXg iiiiiiii
 signsign  ,;1 mi   (2.4) 

або, що еквівалентно, 

 )()]([)( XgXfXg iiiiii
 , .;1 mi    (2.5) 

В (2.4), (2.5)  

  ;)( XCX ii
T ,;1 mi   (2.6) 

m
iC R  — задані числові вектори. 

Двосторонні обмеження (2.5) визначають багатозначне відображення (див. 

рис. 2.1) 

  );()()()]([ nnnn XXXXf    mi ;1 ;  
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де 

 )}()()(:)({)(  kfkX n  при 0)(  ;  

 )}()()(:)({)(  kfkX n  при 0)(  .  

 

Рисунок 2.1 

 

Багатозначне відображення )(X з лінійними межами перетворює величини 

 в інтервали  (див. рис. 2.1), розміри (радіуси) яких лінійно залежать від n nf n . 

Тому система (1.1), (1.2), (1.5) є сімейством лінійних систем 

 , де nn
T

n UXkBCAX  )(1 kkk  . (2.7) 

Введемо позначення 

 );(GPAA   ,)( GSGP     

де ,GG  і перепишемо (2.7) у вигляді 

 .)]([1 nnn BUXGPAX   (2.8) 

Множини  ,ig ,;1 mi   представимо в центрованому вигляді 

  ,iii g gg 


,;1 mi     (2.9) 

де  

 );(5,0
iii ggg 


 )},(5,0:{

iiiii gggg g  .;1 mi     (2.10) 
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Приймемо, що для матриці A  задана її оцінка, представлена в центрованій 

формі (1.9)–(1.11). С урахуванням (2.9), (2.10) перепишемо (2.8) у вигляді 

  (2.11) ,)]()([1 nnn BUXGRGRX 



де  

  ; )( G)( SGAGR


 ;SAGR      (2.12) ; ;}{ 1
m
iigG  diag}{ 1

m
iigG 


diag

 ;)( GA  GR  .21 mgggG    (2.13) 

Зазначимо, що в (2.13) сума множин — сума за Мінковським. 

Співвідношення (2.11)–(2.13) з точністю до позначень співпадають з 

аналогічними співвідношеннями (1.9)–(1.11). 

 

 

2.2 Синтез стабілізаційного управління  

 

 

Для визначення стабілізаційного управління  скористаємося 

дискретним аналогом прямого методу Ляпунова і функцію Ляпунова приймемо у 

вигляді 

)( nXU

 . (2.14) nnn XX T

В силу (2.14) обчислимо її першу різницю уздовж траєкторії руху системи 

(2.1) 

  (2.15) 
.)](),([)](),([

)](,,[

nnnnnnnn

nnn

XXXBULXFAXXBULXFAX

XULX
TT                



Шукану нелінійну вектор-функцію )  будемо шукати як розв'язок 

задачі  

( nXU

 ,)]}(,,[{min nn
U

XULX
n

   

точніше кажучи, з розв'язання рівносильної їй задачі  

  (2.16) ]}.),([]),({[min nnnnnn
U

BULXFAXBULXFAX
n

 T
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Так як для вектора L  задана тільки його оцінка (2.2), то задача (2.16) 

некоректна. Тому для отримання гарантованого результату замінимо її задачею 

  (2.17) ]}.),([]),({[maxmin nnnnnn
LU

BULXFAXBULXFAX
n




T

L

Відомо, що в загальному випадку мінімаксні задачі не мають аналітичного 

розв'язку. Задача (2.17) — щасливий виняток з цього правила. Для підтвердження 

цього множину  представимо в центрованій формі L

    (2.18) ,LL 

LL

де  

 ;
1

m

iilL





 );(5,0 iii lll 


 ;
1

m

iilL


  ),(5,0 iii lll   ,;1 mi   (2.19) 

 ;21 mlllL    )},(5,0:{ iiiii llll l  .;1 mi    (2.20) 

Зведені до центрованої форми оцінки рядків  матриці T
iA A  мають вигляд 

(1.10), (1.11). 

Введемо позначення  

   (2.21) )],(,[
~

),( LLXFLXF nn 


nn UBW 1

і через  ,,niw ,;1 mi   позначимо елементи вектора . nW

Підставивши (2.21) в (2.17), одержимо 

 ])(
~

)()[(maxmin ,
,

niniiinii

A
lw

wXfllXAA

ii

iini







T

T A
l

, .;1 mi  (2.22) 

Теорема 1 [20]. Розв'язки задач (2.22) мають вигляд  

  )],(
~

[,, niininini XflXAww 


T .;1 mi   (2.23) 

Доведення. Побудуємо доведення за схемою від противного, і нехай 

управління inu


 );1( mi   не є розв’язками задач (2.22). Тоді приймемо, що 

inwinin ww 


; ,;1 mi   де  — довільні функції. inw

Підставивши inw


 в (2.22), отримаємо 

inniini
lA

wXflXA
iiii




)(
~

max
;

T

T lA
, .;1 mi   
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Серед вершин центральносиметричних інтервальних множин ,iA  il  

існують вектори  і величини iiA A T
iil l  такі, що 

 ,;1,sign)](
~

[sign , miuXflXA niniini  T  

і, отже, для всіх mi ;1  виконується 

,)(
~

max)(
~

max
,

,
,

niini
lA

niniini
lA

XflXAuXflXA
iiiiiiii




TT

TT lAlA
 

що й потрібно було довести. 

За знайденим вектором 


W  з (2.23) визначаємо шукане управління 

  (2.24) )].,(
~

[1 LXFAXWBU nnnn 





Підставивши (2.24) в (2.3), отримаємо рівняння, що описує динаміку 

керованого сімейства систем 

 ),,(
~

1 LXFAXX nnn   (2.25) 

де ;AA  .LL  

Незважаючи на те, що управління (2.24) отримано з рішення задач 

мінімізації першої різниці функції Ляпунова, з цього ще не випливає, що 0 n  

для всього сімейства систем (2.25), (2.18), оскільки цей клас систем може бути 

настільки широким (радіус )( L  множини L  настільки великим), що 

забезпечити одним загальним для всього сімейства систем (2.25), (2.18) 

управлінням його стабілізованість неможливо. Тому необхідна перевірка 

виконання достатніх умов робастної стійкості систем (2.25), (2.18), про яку мова 

піде нижче. 

Розглянемо тепер випадок, коли в рівнянні (2.1) ,0A  тобто систему  

.),(1 nnn BULXFX   
У цьому випадку задачі (2.22) набувають вигляду 

 innii
lw

wXfl
iiin




)(
~

maxmin
l

, .;1 mi   (2.26) 

Так як ці задачі — частковий випадок задач (2.22) ( ), iA  то справедливе 

наступне. 
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Наслідок теореми 1. Розв'язки задач (2.26) мають вигляд 

  
),(

~
niiinin Xflww 


.;1 mi 
  

За знайденим вектором nW


 із (2.26) визначаємо шукане управління 

).,(
~1 LXFWBU nnn 






 

Підставивши управління nU


 в (2.25) і прийнявши, що ,0A  одержимо 

рівняння керованого сімейства замкнутих систем з нелінійним зворотним зв'язком 

),(
~

1 LXFX nn  , де LL . 

Оскільки це співвідношення — частковий випадок співвідношення (2.25), то 

питання про стійкість цього класу систем немає необхідності розглядати окремо. 

 

 

2.3 Аналіз стійкості сімейства нелінійних систем  

 

 

Відмовимося від надмірної в застосуваннях вимоги забезпечення стійкості 

«в цілому» синтезованих вище сімейств нелінійних систем і обмежимося вимогою 

їх стійкості лише в області 

 }max:{







XX
X X

X   

і приймемо, що  .

,


XX  nnX

Почнемо з аналізу стійкості в області  сімейства систем (2.25). Ця задача 

вирішується досить просто для того класу нелінійних вектор-функцій, які можуть 

бути подані в квазілінійній формі 


X

 ),(),(
~

1 nnnn XLXALXFX   (2.27) 

де .LL  

Для сімейства систем (2.27) достатньою умовою їх стійкості в області  є 

виконання нерівності (принципу стиснених відображень) 


X
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 ,1),(max
,




qLXA n
LXn LX


 (2.28) 

що перевіряється елементарно.  

Представлення нелінійної вектор-функції )(F  в квазілінійній формі (2.27) 

неєдине. Зауважимо, що в застосуваннях первинною формою представлення 

нелінійних статичних (без пам'яті) елементів є нелінійна вектор-функція ),(XF  яка 

в багатьох випадках не допускає запису її в квазілінійній формі (2.27). Покажемо це 

на простому прикладі. Якщо, слідуючи Є.О. Барбашину [21], вираз (2.27) записати 

 ;;1,
)(

)( mi
x

Xf
Xa

i

i
i   

то неважко переконатися, що клас функцій, який допускає представлення їх в 

квазілінійній формі, досить вузький. Дійсно, нехай xxf )( . Представимо цю 

функцію в квазілінійній формі ,)()( xxaxf   де 

 .)(
x

x
xa   (2.29) 

При 0x  маємо 0
0)0( a . 

Оскільки функція xx  )(  недиференційована, то позбутися 

невизначеності величини )  неможливо. 0(a

Тому розглянемо достатні умови стійкості «в області» сімейств 

нелінійних систем, що не зводяться до представлення їх в квазілінійній формі. 

Для аналізу стійкості сімейства нелінійних систем (2.25) «в області» 

скористаємося результатами [22] і еволюцію цього сімейства систем запишемо 

в термінах різницевих включень 

),,,(11 LAXX   nnnX  де ).,,(
~

)( LAXF n    

У загальному випадку перетворення )(  визначає неопуклу множину  

точне визначення якої пов'язане з істотними труднощами обчислювального 

характеру. Тому, як було запропоновано в роботі [23], введемо її оцінку зверху, 

апроксимуючи її інтервальною множиною мінімального об’єму, і далі будемо 

аналізувати стійкість отриманого нелінійного різницевого включення 

,1nX
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 ,),,( 1,1,21,111   nmnnnnnX xxxLAXX   (2.30) 

де },,,:)(
~

){(1, iiiinnniinini lAXXflXA lAXx 
TT  .;1 mi   

Зауважимо, що множини ,;1,1, mini x  — проекції множини  на 

відповідну координатну вісь . Для визначення множин 

1nX

ixO 1, nix  );1(i  m  

розглянемо задачі 

 ,)](
~

)[(min ,
T

,, T 1


 niniini
lAX

xXflXA
iiiinn lAX

 ;;1 mi   (2.31) 

 ,)](
~

)[(max 1,
,,




 niniini
lAX

xXflXA
iiiinn

T

T lAX
 .;1 mi   (2.32) 

Отримані значення ,1, nix  1, nix  );1( mi   визначають інтервальні множини 

 ,mixxxx nininiini ;1},:{ 1,1,1,1,  x   

підставивши які в (2.30), одержимо множину .1nX  

Задачі відшукання (в загальному випадку) глобальних екстремумів функцій 

 м жуть виявитися занадто трудомісткими в обчислювальному відношенні. 

У застосуваннях часто відомі деякі важливі властивості цих функцій, які дають 

змогу конструктивно розв'язувати задачі відшукання екстремумів (2.31), (2.32). 

Так якщо обмежитися розглядом тільки опуклих (увігнутих) на множині nX  

кцій, то розв'язки задач (2.31), (2.32) можна ефективно відшукати за 

допомогою відомих програм розв'язання задач нелінійної оптимізації. 

)(
~

ni Xf о

фун

Оскільки результатом перетворення )(  множини  загального вигляду є 

інтервальна множина 

nX

,1nX  то нижче приймемо, що оцінки (1.6)–(1.8) мають 

вигляд 

 },{
2;1

k
n

k
n X

m
 convX   

де  — k-а вершина m-вимірного куба  Введемо таку скалярну 

характеристику множини  як її радіус: 

k
nX .nX

X

 },{max)(
IX

X
X

X


  де .
1

2



m

i
iI

xX  (2.33) 
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Для аналізу стійкості нелінійного різницевого включення  

 )(11 nnnX XFX    (2.34) 

скористаємося теоремою [23] і її наслідком. Оскільки функція (2.33) додатно-

визначена, то вона прийнята в якості функції Ляпунова і в [23] метод аналізу 

асимптотичної стійкості Ляпунова чи, іншими словами, принцип стиснених 

відображень узагальнено на клас нелінійних різницевих включень. 

Теорема 2 [23]. Якщо перша різниця функції Ляпунова 

 nnnnnn   0)()]([1 XXF  (2.35) 

від’ємно-визначена, то тривіальний розв’язок різницевого включення (2.34) 

асимптотично стійкий. 

Наслідок. Якщо початок координат — центр множини ,  тобто центр 

сфери мінімального радіуса, описаної навколо  є початком координат, то 

значення функції 

nX

,nX

),( nX  обчисленої за співвідношенням (2.33) при використанні 

норми ,
I

X  співпадає з радіусом описаної сфери, і з виконання нерівності (2.35) 

випливає, що має місце включення 

 . (2.36) 1 nn XX 

Неважко показати, що для інтервальних множин  і  з центрами на 

початку координат строге включення (2.36) має місце тоді і тільки тоді, коли, 

принаймні, одна з системи нестрогих нерівностей 

nX 1nX

,,1, nini xx   ,,1, nini xx   

,;1 mi  є строгою. 

Приймемо, що властивості вектор-функції )(F  і множини  і  такі, що 

для множини 

A L

1nX  має місце включення 

 ,1 nn XX   (2.37) 

що є достатньою умовою стійкості нелінійного різницевого включення (2.30). 

Якщо умова (2.37) не виконується, то з цього випливає, що при прийнятих 

оцінках параметрів клас систем (2.25) настільки широкий, що не існує управління, 

яке стабілізує сімейство систем, робастна стійкість якого перевіряється за 

достатньою умовою стійкості (2.37). 
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3  СТАБІЛІЗАЦІЯ  ДОВГОТИ  ТОЧКИ  СТОЯННЯ  

ГЕОСТАЦІОНАРНОГО  СУПУТНИКА 

3.1 Рівняння керованого руху матеріальної точки в грінвічській системі 

координат 

 

 

У задачі синтезу керування геостаціонарним супутником (ГСС) входять 

синтез алгоритмів цілеспрямованої зміни довготи точки стояння (ТС) і синтез 

алгоритмів стабілізації ГСС на заданій довготі в грінвічській системі координат 

(СК). Ці задачі найпростіше розв’язуються при використанні математичних 

моделей руху матеріальної точки (МТ) в різних СК. Перша з них, як і задача 

виведення ГСС із проміжної орбіти на геостаціонарну орбіту (ГСО) найбільш 

просто й наочно вирішується в інерціальній геоцентричній СК. У той же час в 

задачі стабілізації довготи точки стояння (ТС) ГСС доцільно використовувати 

рівняння руху МТ у грінвічській системі координат (ГСК), у якій координати 

супутника на геостаціонарній орбіті (ГСО) сталі. Для одержання зазначених 

рівнянь скористаємося відповідними рівняннями [1,2], доповненими 

прискореннями коригувального двигуна згідно з [3]. Принагідно зауважимо, 

грінвічська СК досить близька до геоцентричних СК WGS-84 і ПЗ-90, ПЗ-90.02,  

які в навігаційних задачах часто вважаються співпадаючими [4]. При цьому 

вищезгадані рівняння для випадку центрального гравітаційного поля Землі (ГПЗ) 

мають вигляд 
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.                                                  (3.1) 

Тут zyx ,,  – поточні координати МТ у ГСК (нагадаємо, що під ГСК розуміється 

права геоцентрична СК із початком у точці , вісь  збігається з віссю добового 

обертання Землі, вісь  розташована в площині грінвічського меридіана); 

O Oz

Ox
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 2222

1
222 )( zyxzyxr  довжина поточного радіус-вектора МТ;   і   – 

кутова швидкість добового обертання Землі й гравітаційна стола Землі, 

 1/с, 51029,7  4,396600  км3/с2;  – проекції прискорення, обумовленого 

тягою маршових двигунів на осі ГСК. При цьому [3] 

zyx uuu ,,

Pmuuu zyx
1222  , де  – 

поточна маса МТ,  – тяга двигуна, загалом кажучи, дросельована й реверсована. 

Неважко показати, що орбітальна кутова швидкість, тобто кутова швидкість 

обертання ГСС навколо Землі, що дорівнює кутовій швидкості обертання Землі, 

визначається формулою 

m

P

3
Sr

  , де 4216422  SSS yxr  км,  – координати 

ТС  ГСС (координата ).  

SSS zyx ,,

0Sz

Одержимо рівняння еволюції відхилень координат zyx ,,  МТ від її 

відповідних координат 0,,S yx

0)(,  Sztz

SS z  на ГСО. З рівнянь  (3.1) для точки стояння 

 безпосередньо випливає )(,)(  S tyxtx  Sy
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                        .                                           (3.2) 

Опускаючи громіздкі викладення, пов'язані з одержанням системи лінійного 

наближення рівнянь (3.1) в околі ТС Sz)(,)(,)(  0SS tzytyxtx  і відніманням з 

неї системи (3.2), одержуємо систему лінійного наближення рівнянь руху МТ у 

відхиленнях від  координат ТС, записаних у формі Коші 

                   ,                                                        (3.3) BUAZZ 
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де , ),,,,,( 654321 zzzzzzZ T  SSSSSS zzzyyzxxzzzzyyzxxz   654321 ,,,,, ,   
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Нагадаємо, що в системі рівнянь (3.3) координата  ТС за визначенням ГСО 

дорівнює нулю.   

Sz

Обчисливши визначник матриці керованості  шляхом його 

розкладання по елементах першого рядка [5] знаходимо, що визначник 

. Тому, пара 

 BAB

  1det BAB AB  є керованої, а система (3.3) стабілізовною. 

Поклавши в рівняннях (3.1) 0  одержимо рівняння руху МТ в 

інерціальній СК 
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 ,                                                 (3.4) 

де під zyx ,,  розуміють проекції поточного радіуса-вектора МТ на координатні осі 

геоцентричної правої інерціальної системи координат (ІСК) і під  – 

проекції вектора керуючого прискорення на осі ІСК.  Під ІСК розуміється друга 

екваторіальна СК, осі  і  якої спрямовані по осі обертання Землі й у точку 

весняного рівнодення [6]. Система рівнянь (3.4) у нормальній формі Коші має 

вигляд  

zyx uuu ,,

Oz Ox
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3.2 Синтез алгоритмів стабілізації довготи точки стояння 

геостаціонарного супутника. Метод декомпозиції 

 

 

ГСС під дією збурюючи впливів, викликаних гравітаційними полями  

Місяця, Сонця, відмінністю ГПЗ від центрального й т.п., постійно «дрейфує», 

тобто «відходить» від заданих значень координат ТС. Тому для відбивання цих 

збурень ГСС оснащуються відповідною системою стабілізації. Для синтезу 

відповідних алгоритмів стабілізації скористаємося рівняннями (3,3) руху ГСС у 

центральному ГПЗ, лінеаризованими в точці стояння. При цьому тут будемо 

нехтувати дією зазначених збурень. Їхній вплив на точність стабілізації ГСС буде 

оцінено в наступному розділі. З метою зручності формулювання математичної 

постановки задачі наведемо тут ці рівняння 

               , .                                         (3.3)  BUAZZ  ),,,,,( 654321 zzzzzzZ T 

Нагадаємо, що компоненти вектора стану  в (3.3) являють собою поточні 

відхилення координат ГСС і його відносних швидкостей від необхідних значень, 

заданих у грінвічській СК 

)(tZ

,Sxxz 1  ,Syyz 2   ,Szzz 3 ,Sxxz  4  

. З урахування сказаного поставимо задачу синтезу 

керуючих прискорень  із умови стійкості тривіального розв'язку 

SSS zzzyyzxxz   654 ,,

U  )(ZU

0)(),( tZtZ  рівняння (3.3).    

Для розв'язання задачі синтезу керування рухом центру мас ГСС 

скористаємося аналогом методу розв'язання задачі синтезу керування руху КА 

відносно центру мас. А саме аналогом декомпозиції на кінематичну й динамічну 

задачі керування орієнтацією, яка запропонована для синтезу керування 

орієнтацією космічних апаратів в [1] і розвинена в [2,3]. Для цього подамо 

систему рівнянь (3.3) у вигляді підсистем кінематичних і динамічних рівнянь. 

Увівши позначення   
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де  
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),( 332331 IOCOIC TT  

запишемо систему рівнянь  (3.3) у вигляді 

             










.
~

,

UVAXAV

VX




.                                                (3.6) 

Дотримуючись [1], виберемо «кінематичну» функцію Ляпунова (ФЛ)  

        XXw T
C 2

1
 ,                                                           (3.7) 

похідна якої згідно з рівняннями  (3.6) має вигляд 

                         .                                                    (3.8) VXXXw TT
C  

Вважаючи в (3.8) швидкість V  керуванням, виберемо  «керування»  

                                           ,SXVV C                                                         (3.9) 

де матриця  наприклад ,0TSS  },{ 2211 ssdiagS  . При цьому похідна ФЛ 

 і, тому норма вектора відхилення від заданої ТС буде монотонно 

спадати 

0 SXXw T
C

0)(tX . Далі для завершення розв'язання задачі синтезу стабілізуючого 

керування виберемо «динамічну» ФЛ у вигляді  

             )()(
2

1
C

T
Cd VVVVw  .                                       (3.10) 

Похідна ФЛ  (3.10) у силу другого із системи рівнянь  (3.6) має вигляд 

)
~

()()()( C
T

CC
T

Cd VUVAXAVVVVVVw   . 

Покладаючи тут  

                      )(
2

1~
CC VVVVAXAU 


 ,                                    (3.11) 

Одержуємо             0,
1

)()(
2

1
 dddC

T
Cd wwwVVVVw  


.                    (3.12) 

Зі співвідношення (3.12) випливає, що ФЛ  є експоненціально спадною 

функцією й у підсумку відхилення МТ від ТС буде спадати 

dw

0)( tX . З рівняння  

(3.9) з урахуванням  (3.6) випливає  
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                                     .                                              (3.13)  SVXSVC  

Підставивши в  (3.11) значення  й  з  (3.9) і  (3.13), послідовно одержуємо CV CV
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 .                                 (3.14)  

Підставивши в  (3.14) значення X  й V з  (3.5), одержимо 
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[(, 23
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1 TTTT CISACSACZCU    .                (3.15)  

При керуванні , що визначається формулою  (3.15), з  (3.3) одержуємо наступні 

рівняння замкненої системи 

U

         ,                      (3.16) ),,,,,(),(, 654321 zzzzzzZBCAAZAZ TT
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Зазначимо, що нехтуючи у формулі для керування (3.11) доданком  з 

рівнянь (5.2)  одержуємо рівняння стійкої аперіодичної ланки 

CV

               .                                          (3.17) 2,  TVVVT C


Рівняння виду (3.17) використовувалося в алгоритмі керування кутовим рухом 

(орієнтацією) радянсько-російського пілотованого орбітального комплексу 

«Мир», у якому замість вектора лінійних швидкостей  був вектор кутової 

швидкості [4]. 

V
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3.3 Результати обчислювальних експериментів  

 

 

Для ілюстрації працездатності й ефективності отриманих алгоритмів була 

розроблена комп'ютерна програма й виконаний ряд обчислювальних 

експериментів. Нижче наведені результати експериментів по дослідженню 

характеристик перехідних процесів стабілізації ГСС відносно заданої точки 

стояння. Координати точки стояння покладалися наступними: ,25,0cos SS rx   

,  250,sinSS ry 0Sz ,  км, що відповідає довготі точки стояння . 

Для врахування невизначеності в інформації про параметри системи управління 

вибиралося у вигляді  

42164Sr
045S

                              )(
2

1~
CC VVVVAXAU 


  , ]2.1,8.0[ ,                           (3.18) 

що співпадає з управлінням (3.11) при 1 . 

При цьому у початкових змінних управління  й рівняння замкнутої системи 

мають вигляд 

          ])5,0()5,0
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[()(,)( 23
1

1
1 TTTT CISACSACZCU    ,                 (3.19) 

           .                                (3.20) CC
T

CC AABCAAZAZ  )1()],([)(,)( 

Перехідні процеси (ПП) при початкових відхиленнях від точки стояння 

, параметрах алгоритму керування ,  

 при 

)0,0,0,300,200,100(0 TZ

3105,2  1

}5.1,2,5{10 4 diagS 

   показано на Рис. 3.1-3.4.        

Графіки перехідних процесів, побудовані при різних значеннях ]2.1,8.0[  

незначно відрізнялися від вищенаведених. Інакше кажучи, результати 

обчислювальних експериментів ілюструють властивість грубості 

запропонованого алгоритму управління (3.15) у сенсі Андронова-Понтрягіна [5] 

або властивість робастності в сучасній термінології.   
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Рис. 3.1 – ПП стабілізації                     Рис. 3.2 – ПП відносних 
координат ТС                             швидкостей  )(tzJ )(tz j

 
 

 

                         Рис. 3.3  2
)()( tZtZ                           Рис.3.4 2

)()( tUtU      
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4 ГАРАНТОВАНЕ ОЦІНЮВАННЯ ТОЧНОСТІ СТАБІЛІЗАЦІЇ ДОВГОТИ 

ТОЧКИ СТОЯННЯ ГЕОСТАЦІОНАРНОГО СУПУТНИКА 

4.1 Постановка задачі 

 

 

У попередніх розділах у результаті розв'язання задачі синтезу стабілізації 

ГСС у ТС отримано рівняння динаміки замкнутої системи управління в класі 

лінійних диференціальних рівнянь (див.,наприклад, рівняння (3.16)). При 

розв'язуванні задачі синтезу не враховувалися такі збурюючі фактори, як 

відмінність ГПЗ від центрального гравітаційного поля, збурення, викликані 

Місяцем, Сонцем і ін. Очевидно, що такий отриманий розв'язок задачі синтезу 

представляється ідеалізованим, уже хоча б тому, що не дає змоги одержати оцінки 

точності стабілізації в усталеному режимі. Під усталеним режимом тут 

розуміється широкий клас коливальних процесів, фазові траєкторії яких належать 

деякій обмеженій множині фазового простору. Конкретними реалізаціями таких 

процесів можуть бути періодичні або майже періодичні процеси, рекурентні рухи, 

хаотичні процеси [1-3]. 

Конкретне урахування впливу навіть окремих з перерахованих збурюючих 

факторів призводить до істотного ускладнення математичної моделі ГСС, а саме, 

рівнянь руху МТ. Так, наприклад, урахування впливу одного тільки реального 

(нецентрального) ГПЗ зажадало б включення в рівняння руху МТ декількох 

гармонік з існуючих його математичних моделей у вигляді досить громіздких 

розкладів за сферичними функціях (див., напр. [4]). У той же час у сучасній теорії 

управління й теорії стійкості на наш погляд існують методи й розділи, що дають 

змогу одержувати ефективний розв'язок задачі оцінювання точності стабілізації 

ТС ГСС менш складними обчислювальними методами. Це методи, засновані на 

гарантованому (синоніми теоретико-множинному або ігровому) підході до 

математичної інтерпретації невизначеності в рівняннях об'єктів управління. 

Основи цьому напрямку покладені авторами наступних монографій, збірників, 

статей [5-11].  
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У теорії стійкості, яку також можна інтерпретувати як один з 

найважливіших розділів загальної теорії керування, до цих розділів належить 

прямий метод Ляпунова дослідження стійкості динамічних систем при постійно  

діючих обмежених збуреннях. 

У цих методах для одержання ефективного розв'язку згаданої задачі 

використовуються структурно збурені лінійні моделі, які представимо в 

наступному адаптованому з урахуванням уведених вище позначень і специфіки 

задачі вигляді 

                  ,                                                (4.1) ),,( tXZfZAZ SC 

де nRZ  ,  – гурвіцева -матриця,  – неконтрольоване обмежене 

за нормою збурення 

CA )( nn ),,( tXZf S

0,  tRn),,(  ZqftXZf S ,  і  – задані константа й 

вектор параметрів. Тут і всюди далі покладається 

q

6

SX

n . При цьому під  вектором 

 розуміються координати точки ГСС, а збуренням обмеженої інтенсивності SX

qtXZ S ),,f (  інтерпретується відмінність ГПЗ від центрального поля. Очевидно, 

що система (4.1) дисипативна й у ній при , де  – деяке досить велике число, 

можуть існувати згадані вище усталені обмежені за деякою нормою процеси 

 tt t

)t(Z . При цьому константою   визначається величина похибки стабілізації. 

Нижче наводяться алгоритми її визначення. 

 

 

4.2 Алгоритм еліпсоїдального оцінювання множин досяжності 

 

 

Розглянемо спочатку спосіб, заснований на еліпсоїдальній апроксимації 

множин досяжності (МД) динамічних систем (ДС), підданих дії обмежених 

збурень. Нагадаємо, що під МД ДС у довільний момент часу (неперервного або 

дискретного) тут розуміється множина фазового простору, у який можуть 

потрапити в цей момент кінці її траєкторій, що «стартують» з деякої заданої 

початкової множини при всіх можливих значеннях обмежених зовнішніх збурень. 
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МД є важливою характеристикою ДС і використовуються при розв'язанні 

багатьох задач керування ними [7,8]. Однак вони мають досить складну структуру 

навіть для лінійних систем. Тому використовуються їхні оцінки множинами більш 

простої структури, а саме опуклими багатогранниками й еліпсоїдами. Існує 

досить велика кількість робіт, присвячених задачам еліпсоїдальної апроксимації 

МД систем виду (4.1), включаючи роботи з урахуванням обмежених 

параметричних збурень матриці  й інших обмежень. Укажемо тут тільки прості 

конструктивні алгоритми, що досить повно враховують особливості розглянутої 

тут постановки задачі [11,12]. Будемо припускати, що вектор-функція збурення 

 задовольняє обмеження  

CA

)(f

                                        0,)()( 22 T

G

T GGqfGff                                              (4.2) 

при всіх значеннях її аргументів і введемо в розгляд еліпсоїди виду  

                               },1)](,),([:{)](),([)(  tHtZRZtHtZEtE n


                                (4.3)        

де )]()[()]([)](),([ tZZtHtZZtHtZ T


 1 , . При цьому має місце наступне  0THH 

Твердження. Оцінка зверху МД динамічної системи (4.1), (4.2) еліпсоїдами 

)](),([ tHtZE


 виду (4.3) визначається розв'язками задачі Коші для диференціальних 

рівнянь 

ZA
dt

Zd
C


 ,                                                        (4.4) 












 




1

1

1

G
SpG

SpH
H

SpH

SpG
qHAHA

dt

dH T
CC           (4.5) 

при заданому початковому еліпсоїді )](),([ 00 tHtZE


, такому, що 

)](),([)( 000 tHtZEtZ




([],0[ tZEHEE

. Для гурвіцевої матриці  асимптотичний еліпсоїд  CA

)](), tH


   при t  визначає гарантовану оцінку усталеної 

точності системи.  

Наведений у Твердженні алгоритм дозволяє будувати як поточні 

гарантовані множинні оцінки зверху точності стабілізації ТС, так і оцінку зверху 

її усталеної точності. Інакше кажучи, дозволяє будувати поточні еліпсоїдальні 
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оцінки МД системи (4.1), (4.2), сукупність яких утворює в її фазовому просторі 

зовнішню апроксимацію інтегральних лійок або трубок траєкторій [13-15]. 

 

 

4.3 Алгоритм оцінювання граничної множини прямим методом 

Ляпунова 

  

 

Розглянемо тепер спосіб одержання оцінки точності стабілізації ТС ГСС, 

заснований на відомих узагальненнях [16-18] прямого методу Ляпунова 

дослідження стійкості розв'язків диференціальних рівнянь на дослідження 

властивостей стійкості обмежених множин у їхньому фазовому просторі й 

конкретно на властивість стійкості такої множини для лінійної структурно 

збуреної системи (4.1), (4.2). При цьому в якості оцінки точності може 

використовуватися гранична множина системи. Нагадаємо, що під граничною 

множиною ДС розуміється множина в її фазовому просторі, у яку попадають (або 

до якої необмежено наближаються) усі її фазові траєкторії (дисипативність у 

цілому) або ті, що стартують із певної області (дисипативність в області). Однак, 

граничні множини, як і МД, можуть мати досить складну структуру. Тому 

використовуються їхні апроксимації зверху деякими опуклими множинами, 

наприклад, поверхнями рівнів функцій Ляпунова (ФЛ). При найчастіше 

використовуваних ФЛ у вигляді квадратичної форми фазових координат 

апроксимаціями граничних множин ДС, як і МД, будуть еліпсоїди в їхніх фазових 

просторах.  

 Розглянемо конкретну задачу одержання еліпсоїдальної оцінки зверху   

граничної множини 

2

M  системи (4.1), для якої  ttMtZ )(  при MtZ  )( . Для її 

розв'язання скористаємося відомими узагальненнями [16-18] прямого методу 

Ляпунова на дослідження стійкості інваріантних (граничних) множин і виберемо 

ФЛ 

                         ,                                                      (4.6)   PZZv T
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де  – симетрична додатно визначена P nn -матриця . При цьому 

похідна функції Ляпунова в силу рівняння  (4.1) має вигляд 

0TPP 

                 .                                         (4.7) PZfZPAPAZZv T
C

T
C

T )(2)()( 

Оскільки матриця  гурвіцева, то матричне рівняння Ляпунова  CA

                                                                                   (4.8) CXAXA C
T
C 

має розв'язок  при будь-якій матриці . З урахуванням 

сказаного одержуємо 

)(, CPPPXX T  0TCC 

                        .                                          (4.9)  ZCPfCZZxv TT )()(2)( 

З (4.9)  одержуємо оцінку    

                 ZCPfZCZv m )(2)()(
2   ,                                  (4.10)   

де )(Cm  – мінімальне власне значення матриці . Прирівнюючи праву частину 

нерівності (4.10) до нуля, знаходимо  

C

                          
)(

)(
2,

C

CPf
Z

m
  .                                          (4.11) 

Співвідношеннями (4.9) 6.9) - (4.11) визначається множина )(CNN    

(заштрихована на рисунку 4.1)   ZZN : , така, що  при0)( Zv Z , тобто 

 

 

Рис. 4.1 – Ілюстрація оцінювання граничної множини 

 



 39

З [16-18] і Рис. 4.1 випливає, що оцінка зверху граничної множини M  

визначиться співвідношенням  )()(: 2 CZvZM  ,  де 

            3

2

2

)(

2 )(
)(

4)(),()(max)( CP
C

q
CCZvC

m
CNZ 

 


.                        (4.12)    

де )(Cm  – мінімальне власне значення матриці ,  – матриця, яка 

визначається з розв'язку матричного рівняння Ляпунова (4.8). У якості норми 

C )(CP

)(CP  можна вибрати максимальне власне значення  )(P CM  матриці )(CP  або, що 

в обчислювальному плані простіше, її евклідову норму [19]  

 2

1

)]()([)( CPCPSpCP T

E
 . Детальний виклад алгоритму одержання 

еліпсоїдального оцінювання граничної множини (множинної оцінки точності 

стабілізації) динамічних систем виду (4.1), (4.2) і можливий підхід до його 

оптимізації міститься в [12,13]. Там же на прикладі оцінювання керування 

кутовим рухом твердого тіла (плоска задача)  ілюструється доцільність спільного 

використання множин досяжності й граничних множин  для оцінювання точності 

системи керування (алгоритму керування) в усталеному режимі. Зазначено також 

простий конструктивний алгоритм проектування еліпсоїдів виду (4.3) у просторі 
nR  на його довільний підпростір [20]. Зокрема, алгоритм дозволяє одержувати 

інтервальні оцінки точності за кожною з компонент вектора Z  й, зокрема, за 

компонентами SSS zzzyyzxxz  321 ,, , 0 SS z,SrSy,SSrSx sincos , де 

 км і 16442Sr S  радіус ГСО і задана довгота ТС.  Отримані інтервальні оцінки 

дозволяють безпосередньо одержати розв'язок розглянутої в [21] задачі 

оцінювання досяжної точності стабілізації ТС ГСС. 

 

 

4.4. Приклад оцінювання точності стабілізації  

 

 

Проілюструємо зміст і ефективність застосування запропонованих методів 

оцінювання точності стабілізації на наочному прикладі [12,13]. 
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Будемо досліджувати ефективність алгоритмів оцінювання МД на прикладі 

оцінювання точності стабілізації в плоскій задачі керованого кутового руху 

твердого тіла. Проведемо зіставлення отриманого розв'язку з розв'язком, 

одержуваним з використанням апарата функцій Ляпунова. Під оцінкою точності в 

першому випадку розуміється еліпсоїд виду (4.3) ],0[   HEE , що визначається 

усталеним значенням матриці  при досить великих значеннях часу в  

рівняннях (4.4), (4.5). У другому випадку оцінка точності визначається оцінкою 

граничної множини системи. Нагадаємо, що під граничною множиною ДС 

розуміється множина в її фазовому просторі, у яку попадають (або до якої 

необмежено наближаються) усі її фазові траєкторії [16-18]. Для визначеності 

розглянемо керування каналом тангажа. При цьому  система рівнянь має вигляд    

)(tH

             ,                                    (4.13) 3333333

~~),(,  kutfuJ  

де  й  – кут тангажа, кутова швидкість і момент інерції, відповідно,  і 

 – керуючий момент і неконтрольоване обмежене збурення. Представимо 

систему рівнянь (4.13) у вигляді 

3,

)t

3J 3u

(3f

                         ,),( tZfZAZ C  22
),(),( qftzGftZf T  ,                              (4.14) 

де  
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
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
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
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




)(

0
),(

3 tf
tZf 3333

11 ~
,~ kJkJ    . 

Для побудови МД системи (4.14) використовувалися рівняння (6.4), (6.5) з 

вищенаведеного твердження. При виконанні комп'ютерного моделювання 

еволюції динаміки МД системи (4.14) були обрані наступні значення її параметрів 

і початкових умов: 23 1022 IGqk  ,.,, , 20250 IHZ T  )(,),()(


. 

«Неконтрольоване» збурення покладалося рівним )tsin(qf 3 , де частота  , 

покладалася рівною резонансній частоті системи. При цьому «невідомий» дійсний 

вектор початкового стану покладався рівним  . T)Z .4()0(*  5.2,5

На рис. 4.2 зображена дискретна апроксимація інтегральної лійки [15] 

системи (4.14). Вона являє собою послідовність еліпсоїдальних оцінок МД, 

побудованих через проміжок часу 0.1 с. Кожному еліпсоїду належить істинний  
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вектор стану  системи у відповідний момент часу. Істинна фазова траєкторія 

системи зображена на рисунку жирною лінією.  

)(tZ 

 

 

           Рис. 4.2 – Зміна апроксимуючих еліпсоїдів у часі 

 

З рисунка видно, що еліпсоїд-оцінка множини досяжності системи в 

асимптотиці приходить до деякого усталеного значення , яке й визначає 

гарантовану оцінку точності стабілізації системи.    

  EM

Одержимо тепер оцінку граничної множини системи (4.14), що за 

визначенням також є й оцінкою точності системи в усталеному режимі. 

Скористаємося для цього відомими узагальненнями [16-18] прямого методу 

Ляпунова на дослідження стійкості множин і виберемо функцію Ляпунова у 

вигляді квадратичної форми . Похідна функції Ляпунова, 

обчислена згідно з рівнянням (4.14), має вигляд 

0,)(  TT PPPZZZv

                       .                                        (4.15)  PZfZPAPAZZv T
C

T
C

T 2)()( 
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Оскільки матриця  гурвіцева, то матричне рівняння Ляпунова  

має розв'язок  при будь-якій матриці . Покладаючи для 

визначеності матрицю , знаходимо розв'язок рівняння Ляпунова 
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Знайдемо множину фазового простору системи (4.14), на якій 0)( xv . 

Скориставшись співвідношенням (4.15),  знаходимо оцінку   

                           0)(22)( max

22  xPqxPxfxxv  ,                        (4.16) 

де )(max P  – максимальне власне значення матриці P . З нерівностей (4.16) 

одержуємо, що  на множині 0)( xv )(2, max Pqx   . Згідно з [16-18] граничною 

множиною системи (4.14) буде множина, обмежена поверхнею рівня функції 

Ляпунова , де 2) (xv )(max2 xv
x 




 . Скориставшись оцінками значень 

квадратичних форм на кулі одиничного радіуса [19], одержуємо . У 

такий спосіб одержуємо, що оцінкою зверху граничної множини системи (4.14) є 

множина  

)(4 3
max

22 Pq  

                                        )(4,: 3
max

222 PqPZZZM T   .                              (4.17)  

На Рис. 4.3 наведені еліпсоїдальна оцінка асимптотики множини досяжності 

 системи й оцінка її граничної множини , зображені відповідно суцільною і 

штриховою лініями. 

E M

Проектуючи отримані еліпсоїди на осі координат згідно з [20] можна 

одержати гарантовані інтервальні не зв'язані оцінки точності керування за 

кожною з координат (за кутом і кутовою швидкістю) окремо, що становлять 

найбільший інтерес. 
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Рис.4.3 – Оцінка граничної множини (штрихова лінія) системи і асимптотики 

оцінки її множини досяжності (суцільна лінія) 

 
З рисунка безпосередньо видно, що перетин інтервальних оцінок істотно 

менший від кожної з них. Тому для оцінки точності системи доцільно 

використовувати не тільки еліпсоїдальні оцінки граничної множини, але й оцінки 

МД системи.  
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ВИСНОВКИ 

 

 

1. Отриманий аналітичний розв'язок задачі визначення оптимального 

управління як для сімейств лінійних, так і нелінійних систем в поєднанні з 

використанням узагальнення дискретного аналога прямого методу Ляпунова на 

клас нелінійних різницевих включень дозволили виконати якісний аналіз 

стійкості керованого сімейства нелінійних систем і запропонувати умови їх 

робастної стійкості «в області », які легко перевіряються. 

2. Використання достатньої умови стійкості сімейства лінійних дискретних 

систем (принципу стиснених відображень) дозволило запропонувати 

конструктивний метод перевірки цієї умови. 

3. Запропонована математична модель керованого просторового руху 

супутника в геоцентричній обертовій (грінвічській) системі координат(СК). 

Керуючі прискорення, створювані маршовими двигунами, задаються 

безпосередньо в цій же СК. Це дало змогу на даному етапі досліджень одержати 

розв'язки задач синтезу керувань рухом центру мас супутника без використання 

зв'язаної із супутником СК і задання в ній параметрів напрямку вектора тяги 

(орієнтації) маршових двигунів.  

4. Отримано лінійне представлення отриманої моделі в околі точки стояння 

геостаціонарного супутника (ГСС), показана її керованість. 

5. За аналогією з розв'язком задач синтезу керування орієнтацією проведена 

декомпозиція вихідної задачі керування рухом центру мас на кінематичну й 

динамічну задачі. Отриманий розв'язок задачі синтезу стабілізації точки стояння 

ГСС на основі прямого методу Ляпунова. Проведені обчислювальні експерименти 

проілюстрували працездатність і ефективність запропонованого алгоритму, у 

тому числі й алгоритму стабілізації, отриманого на основі нелінійної  моделі. 

6. Запропонована нова модель урахування впливу на точність системи 

стабілізації довготи ТС обмежених збурень, викликаних відмінністю  

гравітаційного поля Землі (ГПЗ) від центрального поля й інших збурюючих 
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факторів. Вона отримана на основі використання загального принципу сучасної  

теорії керування — гарантованої інтерпретації невизначеності (обмежених 

параметричних і структурних збурень) у математичних моделях керованих 

систем. Модель представлена в класі структурно збурених систем лінійних 

диференціальних рівнянь із довільною обмеженою збурюючою нелінійною 

вектор-функцією фазових координат і часу. З використанням даної моделі 

запропоновані алгоритми гарантованого еліпсоїдального оцінювання точності 

системи в усталеному режимі. Алгоритми засновані на розвинутих методах 

еліпсоїдального оцінювання МД динамічних систем з постійно діючими 

обмеженими збуреннями та відомих узагальненнях прямого методу Ляпунова для 

оцінювання їх граничних множин. На конкретному ілюстративному прикладі 

керування орієнтацією космічного апарата показано, що спільне використання 

методів оцінювання МД і граничних множин дає змогу одержати кращу 

гарантовану оцінку точності, чим кожний з них окремо.  
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